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1. Đặt vấn đề
Phương pháp đường găng (CPM) là một kỹ thuật

mô hình hóa dự án ra đời vào những năm 1950
([Kell&59]). Cũng vào thời gian này, phương pháp
sơ đồ mạng (PERT) được Booz Allen Hamilton
thuộc hải quân Mỹ phát triển áp dụng cho chương
trình chế tạo tên lửa Solaris của Hải quân Mỹ
[Davi&06]. Từ đó đến nay, hai phương pháp này
được ứng dụng rộng rãi trong các tổ chức, đặc biệt
trong lĩnh vực quản lý dự án ([Hirs&94], [Howe01],
[Hugh&02], [PMI.04], [Than06], [Phuo10],…).

Khi áp dụng hai phương pháp CPM và PERT cho
quản lý dự án, quy trình được tiến hành đều gồm sáu
bước [Will85]:

1. Xác định các công việc cụ thể;
2. Xác định trình tự giữa các công việc;
3. Lập sơ đồ mạng công việc;
4. Ước lượng thời gian hoàn thành mỗi công việc;
5. Xác định đường găng;
6. Cập nhật CPM/PERT cho tiến độ của dự án.
Trong quy trình này, lập sơ đồ mạng là khâu mô

hình hóa quan trọng, làm cơ sở cho việc tính toán và

thực hiện các bước tiếp theo, mà nội dung về cơ bản
là như nhau. Ở bước này, mỗi phương pháp lại sử
dụng một dạng sơ đồ mạng khác nhau.

CPM sử dụng sơ đồ mạng AON (Activities On
Nodes Network), mà mỗi đỉnh biểu diễn một công
việc, các cung nối các công việc biểu diễn mỗi quan
hệ trình tự giữa chúng. Cách lập sơ đồ này rất đơn
giản, ai cũng có thể lập được một cách dễ dàng. Việc
ứng dụng mạng AON có một phạm vi hạn chế.

Phương pháp PERT sử dụng sơ đồ mạng AOA
(Activities On Arcs Network), trong đó mỗi cung
biểu diễn một công việc, mỗi đỉnh biểu diễn sự kết
thúc của một số công việc và là điểm bắt đầu cho
một số công việc khác. Việc lập mạng AOA thường
không đơn giản vì có thể phải sử dụng các công việc
giả. Số lượng các công việc giả sẽ đặc biệt nhiều
nếu dự án có quy mô quá lớn. Khi đó, với cùng một
bảng công việc (Work Breakdown Structure - WBS)
đã cho, người ta có thể đưa ra một vài mạng AOA
khác nhau.

Trong nhiều tài liệu trình bày về phương pháp
PERT ([Thai&69], [Than78], [Will85], [Cohe&07],
[Kiem&08]) cũng như trong các tài liệu ứng dụng
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nó, để lập mạng AOA các tác giả chỉ đưa ra những
quy tắc hướng dẫn mang tính kinh nghiệm và đưa ra
một số trường hợp cụ thể để vẽ mạng AOA, để giải
thích cách vẽ như thế nào là đúng, là sai.

Mạng AOA có nhiều lợi thể: vì là một đồ thị có
hướng (oriented graph), nó có thể được chuyển sang
dạng ma trận để tính toán như trên một bảng. Nó
cũng rất thích hợp cho các kỹ thuật phân tích và mô
hình hóa nhiều bài toán tối ưu ([Thai&69],
[Cohe&07], ([Than10]) như bài toán luồng cực đại,
tối ưu hóa phân phối nguồn lực của dự án,…

Vì vai trò quan trọng của mạng AOA, nên có
nhiều phương pháp lập mạng AOA đã được nghiên
cứu. Một loạt các phương pháp trực cảm để lập
mạng AOA hướng đến việc tối thiểu hóa các công
việc giả ([Dims63], [Spin80], [Sylo81],
[Kamb&92], [Mich&93], [Kamb&00]) đã được đề
xuất. Các phương pháp đi theo hướng này gặp nhiều
khó khăn, vì theo Krishnamoorty và Deon
[Kris&79] bài toán lập mạng AOA tối thiểu hóa các
cung giả là bài toán NP khó.

Mouhoub và Benhocine đã trình bày một thuật
toán để xây dựng mạng AOA bằng cách chuyển một
mạng AON sang mạng AOA [Mouh&11]. Thuật
toán là khá phức tạp, và theo các tác giả độ phức tạp
tính toán của thuật toán là O(n4). Một thuật toán
khác xây dựng mạng AOA được Yuval Cohen, Arik
Sadeh [Cohe&07] đề xuất, cho phép xác định duy
nhất mạng AOA từ một WBS đã cho. Tuy nhiên,
thuật toán chỉ được xem xét và thẩm định qua ví dụ
mà không được chứng minh.

Dưới đây sẽ trình bày một thuật toán cho phép lập
được một mạng AOA duy nhất, đơn giản và dễ dàng
từ một WBS cho trước. Thuật toán này đã được giới
thiệu trong tài liệu [Vy&09] của các tác giả trước
đây, nhưng chưa được chứng minh đầy đủ.

2. Xây dựng thuật toán lập sơ đồ mạng công
việc AOA

Giả thiết: chúng ta đã có một bảng phân rã công
việc (WBS) xác định đúng đắn theo nghĩa là thứ tự
trước – sau của các công việc là đúng đắn (không
chứa chu trình), như ví dụ ở bảng 1.

Ý tưởng của thuật toán là tìm cách xác định các
đỉnh trung gian của mạng AOA từ bảng WBS cho
trước. Mỗi đỉnh trung gian được xác định đảm bảo
rằng, mỗi công việc đi ra từ đỉnh này sẽ thỏa mãn
ràng buộc ở cột “Công việc đi trước” cùng dòng với
nó trong WBS. Khi đã xác định được các đỉnh trung
gian của mạng AOA thì vẽ mạng bắt đầu từ đỉnh
khởi đầu và các cung đi ra khỏi nó. Từng bước, mỗi

lần vẽ một đỉnh trung gian và các cung đi ra khỏi nó
dựa vào ràng buộc cho ở bảng WBS cho đến khi đạt
đến đỉnh kết thúc. Cuối cùng, xét điều kiện ràng
buộc của từng công việc ở cột “Công việc đi trước”,
nếu thiếu một ràng buộc nào thì bổ sung bằng cách
thêm công việc giả vào đỉnh trung gian mà công
việc đi ra.

Thuật toán được chia làm hai giai đoạn:
a. Giai đoạn 1: Đánh dấu xác định các đỉnh

trung gian của sơ đồ mạng.
Bước 1: Duyệt cột “Công việc đi trước” của

WBS. Nếu mọi bộ công việc đều được đánh dấu
hoặc bị xóa thì chuyển đến bước 3 (giai đoạn 2).

Ngược lại, mỗi lần duyệt cột này từ trên xuống
chỉ đánh dấu các bộ công việc (gồm một hay một số
công việc) còn tự do (chưa đánh dấu hoặc chưa xóa)
ở trên một dòng, có cùng số lượng công việc và có
số lượng công việc là ít nhất (lần lượt bằng 1, hoặc
2, hoặc 3,..). Như vậy, có ít nhất một bộ công việc ở
một dòng được đánh dấu trong bước này và số dòng
công việc còn tự do của WBS giảm đi ít nhất một
dòng.

Mỗi bộ công việc được đánh dấu sẽ xác định một
đỉnh trung gian của sơ đồ mạng công việc AOA và
là sự kiện kết thúc của các công việc thuộc bộ này,
cũng là điểm bắt đầu của tất cả các công việc có bộ
công việc này ở cột “Công việc đi trước” cùng dòng
với nó.

Bước 2: Duyệt tất cả các bộ công việc ở mỗi
dòng thuộc cột “Công việc đi trước” của WBS còn
tự do (chưa đánh dấu hoặc chưa bị xóa). Nếu chúng
có chứa một trong những bộ công việc vừa được
đánh dấu ở bước 1 thì xóa đi và quay lại bước 1.

Giai đoạn 1 kết thúc khi cột “Công việc đi trước”
của WBS không còn bộ công việc tự do nào.

Bổ đề 1. Quá trình xác định đỉnh trung gian kết
thúc sau một số hữu hạn các bước 1.

Điều này là hiển nhiên, vì mỗi lần thực hiện bước
1 thì cột “Công việc đi trước” của WBS giảm đi ít
nhất một dòng – tương ứng với một công việc. Số
công việc của WBS là hữu hạn nên sau số lần thực
hiện bước 1 tối đa bằng số công việc của WBS thì
giai đoạn 1 phải kết thúc vì cột “Công việc đi trước”
của WBS không còn bộ công việc tự do.

Hệ quả 1. Số các đỉnh trung gian của sơ đồ mạng
xác định ở giai đoạn 1 là hữu hạn.

Theo bổ đề 1, số các bước 1 là hữu hạn. Thêm
vào đó, mỗi bước 1 ta xác định được 1 số hữu hạn
bộ công việc khác nhau – mỗi bộ này xác định một
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đỉnh trung gian, nên tất cả các bộ công việc khác
nhau của giai đoạn 1 là hữu hạn. Số đỉnh trung gian
của mạng bằng tổng số các bộ công việc khác nhau
(+ số dòng của cột “Công việc đi trước” có các bộ
công việc bị xóa hết– xác định các đỉnh giả) được
xác định ở giai đoạn 1 là hữu hạn.

Bổ đề 2. Các bộ công việc đi trước của WBS
được xác định bằng các bước của giai đoạn 1 là duy
nhất

Ở bước 1, việc đánh dấu các bộ công việc đi
trước chỉ có một cách duy nhất: Nếu có các bộ một
công việc chưa đánh đấu thì đánh dấu tất cả chúng.
Nếu không còn bộ một công việc chưa đánh dấu nào
thì đánh dấu tất cả các bộ có hai công việc (nếu
có),… Việc xóa đi các bộ công việc vừa đánh dấu ở
bước 1 trong các bộ công việc đi trước còn lại ở
bước 2 cũng hoàn toàn xác định, không có sự nhập
nhằng nào.Vì vậy kết quả giai đoạn 1 cho các bộ
công việc đi trước được đánh dấu là duy nhất.

b. Giai đoạn 2: Vẽ sơ đồ mạng.
Bước 3: Trước hết vẽ đỉnh 0. Vẽ tất cả các công

việc của WBS không đi sau một công việc nào đi ra
từ đỉnh này. Loại các công việc vừa được vẽ khỏi
bảng WBS.

Bước 4: Vẽ đỉnh thứ n và các công việc đi ra từ
nó

Giả sử ta đã vẽ được đỉnh thứ (n-1) (đỉnh n-1 đầu
tiên là đỉnh 0) và tất cả các cung công việc đi ra khỏi
nó.

Xét các công việc còn lại trong bảng WBS, có thể
xảy ba trường hợp:

Trường hợp 1: Các công việc của WBS đã bị loại
hết. Khi đó, ta cho tất cả các công việc chưa có đỉnh
kết thúc kết thúc tại đỉnh thứ n, là đỉnh cuối cùng
của mạng AOA. Quá trình vẽ mạng kết thúc.

Trường hợp 2: Tìm một bộ công việc được đánh
dấu trong cột “Công việc đi trước” ở một dòng của
WBS có chứa các công việc đã vẽ. Vẽ đỉnh thứ n là
sự kiện kết thúc cho các công việc thuộc bộ này.
Tìm tất cả các công việc của WBS mà ở cột “Công
việc đi trước” chứa bộ công việc vừa được xác định,
vẽ chúng đi ra từ đỉnh n.

Trường hợp 3: Tìm một bộ công việc trong cột
“Công việc đi trước” ở một dòng của WBS có chứa
các công việc đã vẽ trong sơ đồ, nhưng các bộ công
việc đã bị xóa hết. Khi đó cần thêm một đỉnh giả và
vẽ tất cả các công việc, mà ở cột “Công việc đi
trước” tương ứng có cùng các công việc đã bị xóa
hết như của bộ vừa xác định được, và đi ra khỏi đỉnh

giả này (đỉnh giả không có công việc đi vào).
Lặp lại bước 4 cho đến khi các bộ công việc ở cột

“Công việc đi trước” của WBS đã bị loại hết.
Bước 5: Xác định các công việc giả
Các công việc giả chỉ liên quan đến các bộ công

việc bị xóa ở các dòng thuộc cột “Công việc đi
trước” của WBS.

Nếu một dòng nào đó thuộc cột “Công việc đi
trước” của WBS có một bộ công việc bị xóa thì ta
thêm một công việc giả từ đỉnh tương ứng với bộ
công việc bị xóa đến đỉnh mà công việc ở dòng này
đi ra.

Chú ý: ở một dòng có thể có một số bộ công việc
bị xóa, khi đó sẽ có một số công việc giả đi đến đỉnh
mà công việc dòng này đi ra.

Bước 6: Đánh số các đỉnh của sơ đồ mạng
Đánh số 0 cho đỉnh khởi đầu và đánh số 1, 2, …

cho các đỉnh tiếp theo (đỉnh trung gian) nhưng đảm
bảo nguyên tắc: Số của đỉnh cuối công việc phải lớn
hơn số đỉnh đầu công việc.

Việc đánh số các đỉnh của mạng AOA là không
duy nhất, trừ đỉnh đầu và đỉnh cuối cùng.

3. Chứng minh tính đúng đắn của thuật toán
Định lý 1: Mạng AOA được xây dựng bằng thuật

toán trên kết thúc sau một số hữu hạn bước.
Chứng minh: Thật vậy, giai đoạn 1 của thuật toán

kết thúc sau một số hữu hạn các bước 1 (bổ đề 1).
Giai đoạn 2 kết thúc sau số bước 4 bằng số đỉnh
trung gian, mà theo hệ quả 1 cũng là hữu hạn.

Định lý 2: Mạng được xác định bằng thuật toán
trên là duy nhất và hoàn toàn thỏa mãn điều kiện
của WBS đã cho.

Chứng minh: Việc vẽ sơ đồ mạng được tiến hành
bằng cách vẽ dần các đỉnh trung gian, mà mỗi đỉnh
trung gian (tương ứng với một bộ công việc đi trước
trong WBS đã được đánh dấu) đã được xác định duy
nhất (bổ đề 2) và thỏa mãn các điều kiện đã xác định
ở cột “Công việc đi trước” của WBS (các công việc
đi ra từ 1 đỉnh được xác định). Vì thế mạng AOA là
duy nhất.

Thêm nữa, mỗi công việc trong WBS đều thỏa
mãn điều kiện ràng buộc ở cột “Công việc đi trước”.
Thật vậy, xét một công việc bất kỳ trong bảng WBS.
Nếu toàn bộ các công việc đi trước của công việc
này là một bộ được xác định trong bước 1, điều kiện
ràng buộc ở cột “Công việc đi trước” của nó hiển
nhiên được thỏa mãn, vì công việc được xét đi ra từ
đỉnh kết thúc của tất cả các công việc thuộc bộ công
việc đi trước nó. Nếu trong bộ các công việc đi
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trước của công việc được xét có những bộ công việc
bị xóa, thì ràng buộc về các bộ công việc bị xóa này
đã được bổ sung bằng công việc giả đi đến từ đỉnh
kết thúc của bộ các công việc bị xóa.

4. Ví dụ minh họa thuật toán
Giả sử cho trước một bảng phân rã công việc

WBS có nội dung ở bảng 1.
Quá trình vận dụng thuật toán đề xuất ở phần 2

cho bảng 1 được mô tả cụ thể như sau:
a. Giai đoạn 1: Đánh dấu xác định các đỉnh

trung gian của mạng.
Bước 1: Trong cột “Công việc đi trước” của bảng

công việc (bảng 2) có 4 dòng 4, 5, 7, 10 có các bộ
công việc chỉ gồm 1 công việc là a, b, c và g nên ta
đánh dấu chúng (bằng cách đưa vào trong ngoặc).

Kết quả cho ở cột “Bước 1“ của bảng 2.
Bước 2: Trong cột “Công việc đi trước” của bảng

công việc, có dòng 6 chứa hai bộ công việc đã được
đánh dấu ở bước 1 là (b) và (c); dòng 8 và 9 chứa bộ
(a) đánh dấu ở bước 1, ta xóa đi những bộ này (xem
kết quả ở cột “Bước 2” bảng 2). Loại các bộ công
việc đi trước đã đánh dấu và bị xóa khỏi bảng,
chuyển sang bước 1’.

Bước 1’: Trong cột “Công việc đi trước” của
bảng bây giờ chỉ còn 3 dòng (8, 9, 11): trong đó ở
dòng 8 và 9 chỉ có một công việc là d, ta đánh dấu

hai bộ một công việc này (xem cột “Bước 1’“ bảng
2).

Bước 2’: Trong bảng công việc sau đánh dấu,
không có dòng nào chứa bộ công việc vừa đánh dấu
ở bước 1’, nên không cần thực hiện thao tác xóa
(xem cột “Bước 2’” trong bảng 2). Chuyển sang
bước 1”.

Bước 1”: Trong cột “Công việc đi trước” của
bảng công việc bây giờ chỉ còn duy nhất một dòng
11 với 2 công việc {h,k}, ta đánh dấu chúng. Giai
đoạn 1 kết thúc vì trong cột “Công việc đi trước”
không còn dòng nào. (xem cột “ Bước 2” ” trong
bảng 2).

Như vậy, kết quả việc đánh dấu các bộ công việc
và xóa chúng trong giai đoạn 1 được cho ở bảng 3.
Trong đó co 6 bộ công việc: (a), (b), (c), (d), (g) và
(h,k) được đánh dấu. Chúng xác định 6 đỉnh trung
gian của mạng AOA tương ứng với bảng 1.

b. Giai đoạn 2: Vẽ sơ đồ
Bước 3: Vẽ đỉnh đầu tiên đánh số 0. Từ đỉnh 0, vẽ

3 công việc đi ra là a, b, c là những công việc không
đi sau một công việc nào. Loại các công việc a, b, c
đã được vẽ ra khỏi bảng.

Bước 4a: Vì a được đánh dấu nên sau a ta vẽ đỉnh
1. Có duy nhất công việc g đi sau a, ta vẽ g từ đỉnh
1 (là kết thúc của a). Loại g khỏi bảng.

Bước 4b: Vì b được đánh dấu nên sau b ta vẽ đỉnh
2. Có duy nhất công việc d đi sau b, ta vẽ d từ đỉnh
2 (kết thúc của b). Loại d khỏi bảng.

Bước 4c: Vì c được đánh dấu nên sau c ta vẽ đỉnh
3. Có duy nhất công việc e đi sau c, ta vẽ e từ đỉnh
3 (là kết thúc của c). Loại e khỏi bảng.

Bước 4d: Công việc f đi sau công việc b và c đã
được vẽ trong sơ đồ, và cả hai công việc b và c này
đều đã bị xóa, vậy cần thêm một đỉnh giả 4, và vẽ f

Bảng 1: Bảng phân rã công việc cho trước

Bảng 2: Thực hiện các bước của giai đoạn 1
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đi ra từ đỉnh giả này. Loại f khỏi bảng. Kết quả nhận
được đến bước này cho ở bảng 4 và hình 1.

Tiếp tục, vì d và g được đánh dấu nên ta vẽ đỉnh
5 sau d và đỉnh 6 sau g. Từ đỉnh 5 ta vẽ hai công việc
h và i đi ra (vì chúng đi sau d). Từ đỉnh 6 sau g ta vẽ
công việc k (vì k đi sau g). Công việc l chưa vẽ có
chứa bộ {h, k} mà công việc h và k đã được vẽ, nên
ta vẽ đỉnh 7 là kết thúc của công việc h và k. Đến
đây tất cả các công đã được vẽ, ta thêm đỉnh 8 và
cho các công việc chưa có đỉnh kết thúc là e, f, i, l

kết thúc tại đây (xem hình 2).
Bước 5: Dòng 8 ở cột “Công việc đi trước” có bộ

(d) xác định đỉnh 5 và bộ (a) bị xóa, nên cần thêm
công việc giả từ đỉnh 1 sau (a) đến đỉnh 5. Cũng
tương tự, ở dòng 6 có bộ (b) và (c) tất cả bị xóa, đã
phải thêm đỉnh giả 4 (ở bước 4), nên cần thêm hai
công việc giả từ đỉnh 2 (sau b) và đỉnh 3 (sau c) đến
đỉnh giả 4. Bước 5 kết thúc, vì cột “Công việc đi
trước” của bảng không còn dòng có bộ công việc bị
xóa. Mạng công việc AOA kết quả cho ở hình 3.
Mạng có 3 công việc giả và một đỉnh giả.

Bước 6: Việc đánh số các đỉnh của mạng thỏa
mãn yêu cầu đặt ra nên không cần đánh số lại các
đỉnh.

Kết luận
Thuật toán đề xuất trong nghiên cứu này đã đươc

chứng minh đầy đủ về mặt lôgic toán học. Nó cho
phép xây dựng mạng công việc AOA duy nhất từ
một bảng WBS cho trước. Các thao tác của thuật
toán là đơn giản, trực quan, rất dễ dàng sử dụng cho
việc lập kế hoạch quản lý dự án và các kỹ thuật phân
tích của các bài toán ứng dụng khác.�

Bảng 3: Kết quả thực hiện các bước của giai
đoạn 1

Bảng 4: Bảng công việc còn lại sau
4 lần lặp lại bước 4 của giai đoạn 2

Hình 1: Mạng công việc sau bước 4d

Hình 2: Mạng công việc AOA sau khi kết
thúc bước 4

Hình 3: Mạng công việc AOA sau khi kết
thúc bước 6
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